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Représentations temps—fréquence covariantes sous |'action d'un groupe
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Représentations temps—fréquence covariantes sous |'action d'un groupe
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Représentations temps—fréquence covariantes sous |'action d'un groupe

Translation et modulation
b(t) = e “*'b(t — 1)
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Représentations temps—fréquence covariantes sous |'action d'un groupe

® 7 : espace des signaux, L?(R) pour signaux continus d’énergie finie

® Y : espace des phases, R? pour le plan euclidien

® T :H — L*(V) : transformée, V, Transformée de Fourier a court terme
2. . . .

® |7]° : représentation, spectrogramme gaussien

® G : groupe agissant sur H et sur W, Weyl-Heisenberg
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La famille des p-transformées de Kravchuk

Soit N € N et y € C"** un signal discret, par exemple un chirp de durée |Q] =30 s :

dervy =05Hzati=—-15sawm=1Hzatb=15s

x(t) = Aq(t)sin <27r (1/1 + (2 — l/l)(t;h)) t)

D0 -1 0 10 20 échantillonné sur 40 s a Fo = 6,4 Hz, N+1 = 257 points.
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x(t) = Aq(t)sin <27r <V1 + (2 — Vl)(t ;h)) t)

0 -1 0 10 20 échantillonné sur 40 s a F. = 6,4 Hz, N+ 1 = 257 points.

Définition. Pour p € (0,1), la p-transformée de Kravchuk de y est définie par :
N

Py, ¢) =Y \/Bcssy "¢ (QPy)[n], pour (9, ¢) € [0,7] x [0, 2] =

n=0
ou By : coefficient binomial, cy = cos(9/2), sy = sin(¥/2) et

QPy)[n] = (g, y)

n®™ composante de y dans la base orthonormée des p-fonctions de Kravchuk.
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La famille des p-transformées de Kravchuk

Soit N € N et y € C"** un signal discret, par exemple un chirp de durée |Q] =30 s :
t
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|

' ,VVR x(t) = Aq(t)sin <27r (1/1+(V2V1)(t;2t1)> t)
il

0 10 0 10 20 échantillonné sur 40 s a Fe = 6,4 Hz, N+ 1 = 257 points.
t(s)

Définition. Pour p € (0,1), la p-transformée de Kravchuk de y est définie par :

Py (9, p) = Z Brchsy "™ (QPy)[n], pour (9, ) € [0,x] x [0, 2n] =

n=0
ou By : coefficient binomial, cy = cos(9/2), sy = sin(¥/2) et

QPy)[n] = (g, y)

n“™ composante de y dans la base orthonormée des p-fonctions de Kravchuk.

Propriété de covariance : Vr € SO(3), ’T(P)[r « y](9, p)f = ’T(P)y(r -0)

(Pascal et coll. 2022, IEEE Trans. Sig. Process.; Pascal et coll. 2022, GRETSI'22)
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vp € (0,1), Ir? € SO(3) telle que TPy (9, o) = TH?y (r(”) (9, (p)), Y(9, @) € S?
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Analyse temps—fréquence sur S? et harmoniques sphériques de spin

Conservation de I'énergie : pour tout p € (0,1)

4
vy € CV, TP, 0)|* sin(9) dddyp = 2
y [ 1T, sn0) v = 21y o

— (9, 9) — T®P(¥, o) de carré intégrable sur la sphere
(Pascal et coll. 2022, |EEE Trans. Sig. Process.)
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Analyse temps—fréquence sur S? et harmoniques sphériques de spin

Conservation de I'énergie : pour tout p € (0,1)

vy e VT / |T(”)(197g0)|2sin(19)d19d<p =
SZ

47 2
Syl \\

— (9, 9) — T®P(¥, o) de carré intégrable sur la sphere
(Pascal et coll. 2022, |EEE Trans. Sig. Process.)

Toute fonction de L2 (S2) se décompose sur la base des harmoniques sphériques de spin
{SY,f‘, :s,meZ,leN tels que |s| < £,|m| < é}
(Newman et coll. 1966, J. Math. Phys.; McEwen et coll. 2011, IEEE Trans. Sig. Process.)

Théoréme. Soit p € (0,1), 8 = 2arcsin(y/p) et N € N pair.
Pour tout y € CM*?, soit ¥ = rg * y, rs rotation d’angles d'Euler (0, 3,0)
N
TOY(W, p) =Cne' = Y wY2 (n— 0,51, V(9. ¢) € [0,7] x [0,27]
2

N
n=0
ou Cy : facteur de normalisation, explicite.

=

T(”)y se décompose intégralement sur les harmoniques sphériques de spin N/2.

Preuve. (Pascal, Flamant, Bardenet 2025, En préparation.) /16
5



Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Transformée de Kravchuk réalignée : soit N € N pair et y € CNV+!
N

?y(197 LP)ZZ %Y

n—
n=0

NZ

u (v, ‘P)m
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® algorithmes rapides et stables pour calculer N Y2 (9, ¢): pyssht
n—z
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Transformée de Kravchuk réalignée : soit N € N pair et y € CN*?
N
N
2

Ty(W, ¢)=Y uY,

n=0

u (v, W)m

® algorithmes rapides et stables pour calculer N Yn N(19 ®) : pyssht
® directement exprimée en fonction de y : pas de rotatlon rg nécessaire
® variables (¥, ) alignées avec les axes temps—fréquence

¥ : variable de temps

¢ : variable de fréquence

2m a

A —

f
H‘U\H\H‘ 9 9 o]

i ;“wuuu UMMH

c\‘ I
‘qu me

Wl e ——
‘w‘ | \H\\ ‘M \
—0 10 0 10 20 0 ; - ;
/2 . /2 T
t(s) ¥ [
signal y 1/2-transformée | T(1/2)y|2 transformée réalignée ﬁ'y\Z

6/16


https://pypi.org/project/pyssht/

Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Dirac : y = 8,, € CN?

=

:I:y(ﬂv (P) = N Y? I;I(197 90)
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Dirac : y = 8,, € CN?

- .
/2

~ N
Ty(.9) = uY, w(0¢)

no
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Co N+1
Lemme. Soit N € N pair et n € {0,..., N}. La fonction Dirac : y = dny € C

{ [0,7] — R

¥ —

—20 —10 0 10 20

atteint son maximum en un unique point :

19;:2arctan1/h7 pourne {0, 1,..., N} oo

ou par convention N/0 = 400 et arctan(+00) = 7. .

( /2

0

~ N
Colatitude ¢ : liée a la variable de temps ¢t Ty(¥,¢) = N Ynj_ﬂ(ﬂ, ®)
2
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Sinus : s(t) = sin(wt)

1' 1 (ﬁ “
1\">4>4,f‘1|4,1,\}L,\‘J WJ‘M}

M M\“ pl’ M | Il

—20 -0 0
t(s)

0
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Sinus : s(t) = sin(wt)

WM MM"\,WWM" L WU‘ JfM’U

it
JHM\
0

C—

(
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Lemme. Soit N € N pair, wg € R, s € ]L2(]R) et

y[n] = s(tn), tn = tmin + nTe, n=10,1,..., N,
avec T, = (tmax - tmin)/N-
Modulation en fréquence g(t) = €'“0's(t), v[n] = g(t.)

ma><+ Imax+imin ~

Tv(d, ¢) =e “0 7" Ty(d, ¢ — woTe)

Longitude ¢ : liée a la variable de fréquence w

Sinus : s(t) = sin(wt)
{ l“‘l \“‘I l”
mw 4[» |

|u\

i

t (s)
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Signal continu sur [tmin, tmax] échantillonné en Chirp linéaire
bt T 001 T
7,\3 I h
avec un pas Te = (tmax — tmin)/N \“H‘w ‘\‘ [ ‘\!\\HHJH\H\}H‘. ‘W“
‘u (N
-20 -10 0 10 20
t(s)
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Signal continu sur [tmin, tmax] échantillonné en Chirp linéaire
th = tmin + nTe7 n= 07 17 sy N I ‘\“ M‘.\H“’\“ MM(
7:“ \l Ll I
avec un pas Te = (tmax — tmin)/N | l‘““H‘H ‘ \H “‘ ‘W -
Ul ‘u W il
® colatitude en fonction du temps : -0 -0 t(()ﬂ) o 2
t — tmi "
9*(t) = 2arctan 4/ tim';
max o /
\
o 72 P
¥
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Interprétation temps—fréquence des coordonnées sphériques

Signal continu sur [tmin, tmax] échantillonné en
tn:tmin+nTe, n:O, ].,...7

avec un pas Te = (tmax — tmin)/N

® colatitude en fonction du temps :

® |ongitude en fonction de la pulsation :

9*(t) = 2arctan

max_t

pw) =wTe
s
— )%
277 /3| m— 2t | (ti25. — tunin)
/3
05 10 0 10 20
t(s)

Chirp linéaire

H

”\H‘hm (Himm
“ w‘ IH '\

ﬂ

M

b

S ) 10
t(s)

/2 ™
¥
™
T2t T ¥
0
—/2
TRT. —=/2L) 0 /L) /T,

w (rad.s™1)
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Transformée de Kravchuk réalignée

Etats cohérents : énergie maximalement concentrée dans |'espace des phases
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Transformée de Kravchuk réalignée

Etats cohérents : énergie maximalement concentrée dans |'espace des phases

Transformée de Fourier a court terme de fenétre gaussienne : atomes de Gabor
(Chapitre 4 2018, Cambridge University Press)

Etats cohérents de spin : famille covariante
{‘Ilﬂde (197 QD) € [0,7’[’] X [—71',71']}
action du groupe SO(3) sur une ondelette mére

Vrs,e) €SO(3), Wo o =r,p) * Too

(Gazeau 2009, WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA; Pascal et coll.
2022, IEEE Trans. Sig. Process.; Pascal et coll. 2022, GRETSI'22)
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Transformée de Kravchuk réalignée

Etats cohérents : énergie maximalement concentrée dans |'espace des phases

Transformée de Fourier a court terme de fenétre gaussienne :

atomes de Gabor

(Chapitre 4 2018, Cambridge University Press)

Etats cohérents de spin : famille covariante
{Py, 0, (9, ) € [0,7] X [—7, 7]}
action du groupe SO(3) sur une ondelette mére

Vrs,e) €SO(3), Wo o =r,p) * Too

Pour la transformée de Kravchuk réalignée : forme close
Wy, o[n] = Breh "spe™ ™, ne{0,..., N}
By, : coefficient binomial, ¢y = cos(¥/2), sy = sin(9/2)

(Gazeau 2009, WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA; Pascal et coll.
2022, IEEE Trans. Sig. Process.; Pascal et coll. 2022, GRETSI'22)
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Transformée de Kravchuk réalignée

Etats cohérents : énergie maximalement concentrée dans |'espace des phases

Transformée de Fourier a court terme de fenétre gaussienne : atomes de Gabor

(Chapitre 4 2018, Cambridge University Press)

Etat cohérent ¥ 5

|

Etats cohérents de spin : famille covariante
{(@o,0, (9, ¢) € [0,7] x [, ]} \AWWV‘V,W
action du groupe SO(3) sur une ondelette mére S —— w L
Y. € SOB3), Wy o = 1.0 * Poo . '
-
Pour la transformée de Kravchuk réalignée : forme close 4 o
Wy, o[n] = Breh "spe™ ™, ne{0,..., N}
By : coefficient binomial, ¢y = cos(¥/2), sy = sin(?/2) v )
(Gazeau 2009, WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA; Pascal et coll. 9= 3n/4, g =m/)2

2022, IEEE Trans. Sig. Process.; Pascal et coll. 2022, GRETSI'22)
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Transformée de Kravchuk réalignée : exemples

Pic de Dirac Sinusoide Chirp linéaire Etat cohérent
A uw‘ MW
L) AN i) ¢
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Transformée de Kravchuk réalignée : exemples

Pic de Dirac

Sinusoide
|

Chirp linéaire

Etat cohérent

T %

A |

i

I

|

‘D'H n I |
"“\“\\HH‘ ‘M“‘ M

mw

i LWW
TR TR} 0 2 BT T} 10 u 0 2 T T 0 2
t(s) t(s) t(s)
S0 9 9 0 \ 9 0
2 /2 ™ /2 /2
7 7 7

B s

0.0 0.2

t(s)

0.4

Crib

(Flandrin 2018, Cambridge University Press)

Cri d'écholocation de chauve souris, Animals : the bat call, tftb.nongnu.org

10000
s SR T@ ;
90 = 0
K=
— = /—
—10000
/2 0.0 02 01
[ t(s)
= 2
| Tb|? [Veb|
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Représentations de Fourier vs. de Kravchuk d'un cri de chauve-souris

Cri d’écholocation de chauve souris, Animals : the bat call, tftb.nongnu.org

" 10000
9 0 "f 0
" gt 3 7’
—10000
0.0 i /2 T 0.0 0.2 0.4
‘o f ‘e
Cri b | Th? [Veb[?

|[V¢b|? : spectrogramme gaussien et implémentation sans adaptation via SciPy
(Flandrin 2018, Cambridge University Press)

® grande similitude entre le spectrogramme de Fourier et de Kravchuk réaligné :

chirp non linéaire décroissant, fréquences positives et négatives, interférences

® excellente localisation sans aucun parametre a régler

N
= N
Th(W, ¢)=> uY?

n=0

%("97 @)m

= transformée de Kravchuk réalignée : pertinente pour représenter des signaux réels
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https://docs.scipy.org/doc/scipy/index.html

Calcul rapide de la transformée de Kravchuk réalignée

—20

—10 0 10 20

t(s)
signal y

ZT ) W
N 72 - w2 B
9 v,

1/2-transformée | T(1/2)y|2

transformée réalignée | Ty|?
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https://pypi.org/project/pyssht/

Calcul rapide de la transformée de Kravchuk réalignée

M M“‘”\”‘H‘M ' )
H “ H - Ry
‘ .
‘\, u“\\ ‘H il “JV J \‘HH\ WV > S0 e
L D
0 <o 20 0 .
t (s) 0 ngz ﬂ 0 wqé‘l T
signal y 1/2-transformée |T(1/2)y|2 transformée réalignée |7'y\2

Transformée originelle : p =1/2
N

Ty(9,¢) = > \/Bicisy "¢ (@y)ln]

enjeu : si N ~ 10? calcul de Qy instable
—> réécriture via fonction génératrice

(Pascal et coll. 2022, IEEE Trans. Sig. Process.)
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https://pypi.org/project/pyssht/

Calcul rapide de la transformée de Kravchuk réalignée

27 [
“U‘H\MH“‘””\HHU H W )
‘ H | ‘m ’HH “‘H‘l“ Wﬁ o r o 0 R,
A ) L > S
—20 =10 0 10 20 o5 7 -5 y
t(s) /2 ™ /2 w
v 9 ~
signal y 1/2-transformée | T(1/2)y|2 transformée réalignée | Ty|?
Transformée originelle : p =1/2 Transformée réalignée :
N N
~ N _
M, 5 N
Ty(, ¢) = Y _ \/Bychs) "¢ (Qy)ln] TY@ @)= uY, (0 ehl]
n=0 N
enjeu : si N ~ 10? calcul de Qy instable enjeu : calcul rapide de y Y 2 , pour N ~ 103
2 n—%
—> réécriture via fonction génératrice :
(Pascal et coll. 2022, IEEE Trans. Sig. Process.) pypi.org/project/pyssht
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Calcul rapide de la transformée de Kravchuk réalignée

2 [
\‘ \ I \\ ‘\H H”\H”\\M‘ m ) Ry
\ H ’ ‘ HH 97 S
\/ \ ‘ “ HH | S
! “U‘U‘MW HW ‘W 5
20 —10 10 20 0 —r
t (s) 0 ngz ™ 0 wqé‘l T
signal y 1/2-transformée |T(1/2)y|2 transformée réalignée ﬁ'y\z
Transformée originelle : p =1/2 Transformée réalignée :
N N
~ N
M, 5 N J—
Ty(, ¢) = Y _ \/Bychs) "¢ (Qy)ln] TY@ @) =) uY, y(, ol
n=0 N
enjeu : si N ~ 10? calcul de Qy instable enjeu : calcul rapide de n Yn2 v pour N ~ 103
N
—> réécriture via fonction génératrice :
(Pascal et coll. 2022, IEEE Trans. Sig. Process.) pypi.org/project/pyssht

64 128 256 512 1024 2048 4096
processeur 2 GHz Intel Core i5 quatre coeurs N 13 / 16


https://pypi.org/project/pyssht/

Inversion numériquement stable de la transformée de Kravchuk

Transformée de Kravchuk réalignée inverse :

N
2

y (@, <p)> = / Ty(®, @) uY, 3 (9, 9)sind dddy
S2

= décomposition sur la base des harmoniques sphériques de spin N/2
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Inversion numériquement stable de la transformée de Kravchuk

Transformée de Kravchuk réalignée inverse :

N
2

y (@, <p)> = / Ty(®, @) uY, 3 (9, 9)sind dddy
S2

= décomposition sur la base des harmoniques sphériques de spin N/2

Algorithmes rapides et robustes de type Transformée de Fourier rapide : pyssht
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Inversion numériquement stable de la transformée de Kravchuk

Transformée de Kravchuk réalignée inverse :

~ N
u (7, <p)> = / Ty(@, ©) uY,? (9, p)sind ddde
2 Sz 2
= décomposition sur la base des harmoniques sphériques de spin N/2

Algorithmes rapides et robustes de type Transformée de Fourier rapide : pyssht

Evaluation de la stabilité numérique de I'inversion : précision de reconstruction

Pty o ¥ =TTy
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https://pypi.org/project/pyssht/

Inversion numériquement stable de la transformée de Kravchuk

Transformée de Kravchuk réalignée inverse :

N N
2 2

il = (T, o) 42, 0.0) = [ Ty o)y,

n

v (0, p)sindddde
2

= décomposition sur la base des harmoniques sphériques de spin N/2
Algorithmes rapides et robustes de type Transformée de Fourier rapide : pyssht

Evaluation de la stabilité numérique de I'inversion : précision de reconstruction

po T,
ly" = yll

8 101 —%— Dirac

% o N+ Sinus

o ) — Chirp

o 1[]13 V\QQQ?
64 128 256 512 1024 2048 4096

N

= excellente précision numérique du calcul de T~! indépendamment du signal

14/16


https://pypi.org/project/pyssht/

Conclusion

Contributions principales :

® p-transformée de Kravchuk réécrite en harmoniques sphériques de spin

® construction d'une transformée de Kravchuk réalignée

® interprétation des angles (¥, ¢) de I'espace des phases en temps et fréquence
® transformée inverse comme décomposition en harmoniques sphériques de spin

® implémentation rapide et robuste tirant parti de pyssht

MMQWMW”
—i MW\HJI/”{‘”WHM o =
! V\H U\\ \HW U”\HHUJW —
LI
20 10 t'()s) 10 20 7 ,0 i
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https://pypi.org/project/pyssht/

Perspectives

Travaux en cours et futurs :

® problémes réels de traitement du signal N > 10° 3 10*
détection de signaux a partir des zéros de la transformée de Kravchuk

(Bardenet et coll. 2020, Appl. Comput. Harmon. Anal.; Pascal et coll. 2022, IEEE Trans. Sig. Process.)

® surveillance de population d’oiseaux et suivi de migration

base de 70 - 10° données annotées cri ou non BirdVox (Lostanlen et coll. 2018)

® asymptotique pour la transformée de Kravchuk réalignée : a grand N > 1

discrétisation covariante de la transformée de Fourier a court terme

O github.com/bpascal-fr/from-kravchuk-to-ssht

N} hal.science/hal-05013793
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