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Notations : On se donne {X;};cr un processus aléatoire défini sur axe réel, indicé par le temps noté t.

1 Stationnarité au sens strict

1.1 A tout ordre

Définition 1 (Stationnarité au sens strict). On dit que le processus {X;}:cr est stationnaire (au sens strict)

si, quel que soit le nombre d’instants considérés n € N, quels que soient ces instants ¢y, ..., ¢, et quel que soit le
délai 7 la loi de probabilité du vecteur aléatoire (X¢, 41, ..., Xt,+r) est la méme que celle du vecteur aléatoire
(Xtyy- s Xt,))-

On remarque alors, en prenant n = 1, que pour un processus stationnaire la loi de X; est la méme que la
loi de X4, en particulier en prenant 7 = —t, les espérances sont égales E[X;] = E[X(]. Ainsi la moyenne du
processus est indépendante de t. Le méme raisonnement montre qu’il en est de méme pour sa variance, et tous
ses moments lorsqu’ils sont bien définis.

En prenant n = 2, on remarque que la loi de (Xy,, Xt,) est la méme que la loi de (X3, -, Xt,4+). Alnsi, en
prenant 7 = —t; on obtient

]E[thXtQ] = E[XOXb*tl]

qui ne dépend que de t; — ;.
Et ainsi de suite aux ordres supérieurs.

1.2 A lordre N

Définition 2 (Stationnarité au sens strict a Pordre N). On dit que le processus {X;}ier est stationnaire (au
sens strict) a 'ordre N si, quels que soient les N instants ¢1,...,¢x et quel que soit le délai 7 la loi de probabilité
du vecteur aléatoire (X4, 1r,..., X¢y+r) est la méme que celle du vecteur aléatoire (X¢,,..., Xty ).

La stationnarité a 'ordre N implique la stationnarité & tous les ordres inférieurs a N.

2 Stationnarité au sens large

En pratique, la définition de la stationnarité au sens stricte est trés difficile & manipuler puisqu’elle stipule
une égalité des lois de probabilités qui sont des objets théoriques, utilisés pour la modélisation d’un phénomeéne.
Au contraire, les outils pratiques que 'on peut essayer d’estimer a partir d’échantillons sont les moments. Pour
cette raison, en traitement du signal, on définit la stationnarité au sens large qui va faire intervenir uniquement
les moments d’ordre un et deux.

Définition 3 (Stationnarité au sens large). Un processus aléatoire { X, };cr est dit stationnaire au sens large
— A l'ordre un : si sa moyenne my (t) = E[X;] est indépendante de .
— A lordre deux : s’il est stationnaire au sens large a Pordre un que sa covariance ne dépend que de 7,
c’est a dire si cov(t,t +7) £ E[(X; — mx () (X¢yr — mx(t + 7))] est indépendant de ¢.

Remarque. La condition de stationnarité au sens large a ’ordre deux peut s’exprimer de maniére équivalente
sur la fonction d’autocorrélation R(t,t 4 7) = E[X;X;.,] qui ne doit dépendre que de 7.

Proposition 1. Tout processus stationnaire au sens strict a l'ordre N > 2, et qui posséde des moments d’ordre
un et deuzx, est stationnaire au sens faible.



3 Processus gaussiens et stationnarité

Commengons par énoncer un théoréme utile.

Théoréme (Théoréme d’Isserlis). Si (X1,...,Xn) est un vecteur Gaussien de moyenne nulle, alors ses mo-
ments d’ordres impairs sont nuls et ses moments d’ordres pairs peuvent s’exprimer uniquement en fonction de
moments d’ordre 2, ¢’est-a-dire

E[X1 Xy - Xopq1] =0 (1)
E[X1 Xy Xon] = ) I EXx; (2)
Paires€ PN {i,j}€Paires
ot la somme porte sur toutes les fagons de former des paires disjointes de {1,...,N} et le produit sur toutes
ces paires.

Exemple. Voyons directement I’exemple pour N =4 :
E[X 1 XoX3 Xy =E[X1Xo]E[X3Xy] + E[X; X3 E[XoXy] + E[X X4]E[XoX3]. (3)
Pour un processus Gaussien, s’il est stationnaire au sens faible a ’ordre 2, alors

E[Xt1Xt2Xt3Xt4] (4)
= E[Xy, X |E[Xe, Xo, | + E (X3, X, JE (X, X, ] + E (X, X, | E (X0, Xy (5)

Stati;naire E [Xt1+TXt2+T] E [Xt3+TXt4+T] +E [Xt1+TXt3+T] E [Xt2+TXt4+T] +E [Xt1+TXt4+T] E [Xt2+TXt3+T]
(6)

= B[ Xty 4 Xt rr Xegrr Xegtr] s (7)

ce qui signifie que tous le moment d’ordre 4 est stationnaire. On montrerait de méme que tous les moments
d’un processus Gaussien sont stationnaires.

Or, un processus Gaussien est complétement défini par ses moments d’ordre un et deux, si ceux-ci sont
stationnaires alors sa distribution de probabilité est elle-méme stationnaire.

Proposition 2. Pour un processus Gaussien, la stationnarité au sens large a l'ordre deux implique la station-
narité au sens strict a tous les ordres.

Remarque. Comme souvent on voit que la distribution Gaussienne posséde des propriétés trés fortes et trés
pratiques. C’est ce qui fait son succés! On peut I'étudier de maniére trés détaillée. C’est pour cela que, face a
un phénomeéne nouveau, le premier modéle considéré est trés souvent le processus Gaussien.



